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Si X est un espace topologique simplement connexe Q-formel, on dtmontre que I’operateur de 
Connes S est nul sur I’homologie cyclique rtduite de X. Grace a I’isomorphisme entre homologie 
cyclique et homologie iquivariante de l’espace des lacets libres, ce resultat s’exprime ainsi: Soit X un 
espace formel, alors la cohomologie equivariante de l’espace des lacets libres est somme directe de 
H*(BS’) et dun H*(BS’)-module gradut T* sur lequel la structure de H*(BS’)-module est 
triviale.De plus, la cohomologie de I’espace des lacets libres est somme directe de T* et T*-r. 
Ahstraci 
Let X be a l-connected topological space; we assume that X is Q-formal. We prove that the Connes 
operator S is zero on the reduced cyclic homology of X. Since there is an isomorphism between the 
cyclic homology and the equivariant homology of the free loop space, this result can be formulated 
as follows: Let X be a formal space, then the equivariant cohomology of the free loop space on X is 
the direct sum of H*(BS’) and a graded H* (BS’)-module T* on which the structure of H*(BS’)- 
module is trivial; moreover, the cohomology of the free loop space is the direct sum of T* and T* _ r 
1. Introduction 
Dans cet article, X designe un espace topologique simplement connexe point6 par 
x0, et k un corps de caracteristique zero. On supposera que pour tout n 2 0, H”(X, k) 
est un k-espace vectoriel de dimension finie. Un tel espace est dit formel si son type 
d’homotopie rationnelle est entierement determine par la donnee de l’algebre de 
cohomologie rationnelle H*(X, Q) [4,8, 131. Les varietes kalhtriennes compactes, les 
espaces riemmanniens symmetriques compacts sont formels. Toute variete compacte 
X tel qu’il existe un entier r 2 1 avec H”(X, Q) = 0 si 1 S n 5 r ou n 2 4r + 3 est 
formelle. Tout produit d’espaces formels est formel. 
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Si C,(QX, k) dtsigne la k-algebre des chaines singulieres sur l’espace des lacets de 
Moore sur X, il est classique [l, 51. de dtfinir l’homologie de Hochschild de 
X a valeurs dans k notee HH,(X) et l’homologie cyclique de X notee HC,(X) par 
H%(X) = HH,(C,W, k)), HC,W) = HC,(C,W, k)) 
et on a la longue suite exacte de Connes: 
. . . -+ HH,(X)+ HC,(X) 5 HC,-*(X)-t HH,-r(X)+ . . . 
Notons HC,({xo)) = k[u] la coalgebre cocommutative graduee libre sur un 
gtnerateur u de degre 2. L’operateur S definit une structure de k [u]-comodule gradue 
sur HC,(X) [12]. Comme C,(QX, k) est une algebre augmentee, nous avons une 
decomposition en somme directe de comodules grad&: 
HC,(X) = k[u] @ He,(X). 
Dans [lS], il est dtmontre que pour n > 0, l’application 
S” : H&(X) -+ He,(X) 
est zero, oti S” est le compose n fois de l’operateur S. Le but de cette note est de 
montrer: 
ThCo&me A. Soit X un espace formel, alors on a une decomposition de l’homologie 
cyclique en somme directe de k[u]-comodules graduts: 
K,(X) = k[u] 0 He.,(X) 
et l’opeateur de Connes S est nul sur He,(X) (la structure de comodule sur He,(X) est 
triviale). 
Corollaire A.l. Si X est un espace formel, la suite spectrale fondamentale d’homologie 
cyclique dtgtnere au terme E2 et on a, pour tout n 2 0, une decomposition en somme 
directe d’espaces vectoriels: 
HH,(X) = He.,(X) @ He,_ 1(X). 0 
Ce corollaire est immtdiat a partir du Theoreme A et de la suite exacte de Connes. 
Corollaire A.2 Si X est un espace formel, alors pour tout n 2 0, H,(X, Q) @ 
H,, 1 (X, Q) est facteur direct de HH,(X). 0 
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Ce resultat se deduit du Corollaire A.1 et de la Proposition 1 de [15]. 
Rappelons que X”’ designe l’espace des applications continues du cercle S’ dans 
X muni de la topologie compacte ouverte et X”’ est appele espace des lacets libres. Le 
groupe S’ agit par rotation des lacets et on a la fibration de Bore1 associte: 
X”’ -+ X”’ x,,ES’ 5 BS’ 
et la suite exacte de Gysin: 
. . . + H,(X”‘) -+ H”(X”’ X,lES’) fs H”&XSL X,lES’) -+ H,&XSi) -+ . . . . 
On a de mtme une suite exacte de Gysin en cohomologie. 
De nombreux auteurs ont demontre: 
ThCor6me 0 [l, 5, 111. I1 existe des isomorphismes de k-espaces vectoriels grad&s: 
HH,(X) N H*(XS’, k) et HC,(X) N H,(XS1 x,~ES~, k) 
et le second isomorphisme identi$e l’homomorphisme de Gysin G et l’operateur S. 0 
Soit H*(BS’, k) N k[u] l’algebre commutative gradde libre a coefficients dans k sur 
un gentrateur v de degrt 2. L’application p induit un morphisme d’algebres 
p* : H*(B2l) + H*(X”’ X,I ES’) et munit done H* (X” x,1 ES’) d’une structure de k Co]- 
module grad&. Nous avons: 
ThCodme B. Soit X un espace formel, alors on a une decomposition de H*(XS’ x,1 ES’) 
en somme directe de H*(BS’)-modules grad&s: 
H*(XS1 x,iES’) = H*(BS’) @ T* 
et la structure de H*(BS’)-module sur T* est triviale (v.T* = 0). 
Corollaire. Si X estformel, la suite exacte de Gysin de lajibration p se scinde en petites 
suites exactes et on a: 
H”(X”‘, k) = T” @ T”-’ pour tout n 2 0. q 
Ces thtoremes s’appliquent par exemple aux espaces dont la cohomologie 
rationnelle est de la forme H*(X, Q) = Q[xl, . . . , x,]/(fl, . . ,f.) 06 (fl, . . . ,jJ est 
une suite reguliere dans Q[xl, . . . , x,]. Ces espaces sont formels d’apres [6] et nous 
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avons ici une gentralisation importante du Theo&me B de [2]. 
Ces resultats reposent sur la notion de modele minimal dun espace, concue par 
Sullivan [13], et minutieusement mise au point par Halperin dans [7]. Nous ne 
rappellerons par la theorie ici. Ensuite, on remplace systematiquement toute algebre 
differentielle graduee A = @,, 2 0 A”, munie d’une diffirentielle d de degre + 1 et telle 
que A0 = k par une algebre de chaines gradde negativement A, = @,,,, A _,, avec 
A_, = A”. On donne la definition de l’homologie cyclique negative pour une algebre 
de chaines gradde negativement, puis on demontre l’analogue du theoreme principal 
de [3] dans cette situation. Enfin, on prouve le Theoreme B en se ramenant a un calcul 
d’homologie cyclique negative d’algebre graduee a differentielle nulle. Le Theoreme 
A se dtduit alors du Theoreme 0 et du Theoreme B. 
2. DCmonstration des ThCoGmes A et B 
Soit (A, d) une algebre differentielle graduee oti A = on,, A,, A0 = k, d de degre 
- 1. Posons A = A/k, on d&nit [3, 51 le complexe de Hochschild bigradue (C,, 4, d, b) 
par 
et le bord de Connes B: C,,, + C,+ l,q. On pose %?,, = @p+4=nCP,4, %?* = @,,Gz?~. Par 
definition, HH,(A, d) = H,(%?,, b + d) est appelee l’homologie de Hochschild de 
(A, 4. 
Onremarqueque~~=Osin~0,~o=ksiA_,=O.Posons~’-=k[u]~~~o~ 
k[v] est l’anneau de polynomes a une indeterminte v de degre - 2. On 
a &@‘+ = @nIo9?i et @,, N ni>o%?n+zi, le produit est fini car %?* est nul en 
degres positifs. Les differentielles d + b : %“+ 2i -+ %?- I+ 2i et B : ‘3?“+ 2i + V,+ I+ 2i = 
%, 1 + 2(i + 1J qui anticommutent, permettent de definir une differentielle D- par la 
formule D- = 0 sur k[u], D-(u”@ c) = v”@ (d(c) + b(c)) + u”+l 0 B(c) si ce%?* et 
n 2 0. 
DCfinition. HC;(A, d) = H,(~‘23,, D-), HC,(A, d) = @,,HC,L(A, d). 
C’est l’homologie cyclique negative de (A, d) et sous ces hypotheses, elle est nulle si 
n > 0. On a HC; (k) = k [u] et HC, (A, d) a une structure de k [v]-module gradd. Soit 
p la multiplication par u dans %9; et q l’application de 9#‘; dans V, dtfinie par 
q(c,+uoc,+2+2120c,+4+ . ..)=c. 
pour tout Ci appartenant a %?i. 
Alors on demontre: 
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Lemme 1. On a une courte suite exacte de complexes: 
qui induit une longue suite exacte en homologie, 
. . + HC,,(A, d)L HC, (A, d) -+ HH,(A, d) --f HC, 1 (A, d) + . . . 
su S est la multiplication par v. 0 
Si A = @nroAr A0 = k est une algkbre diffkrentielle gradute avec une 
diff&rentielle de degrt + 1, on lui associe A, = @n20A_n, A_, = A”, et par dtfinition 
HH-,(A, d) = HH_,(A,, d), HCI,(A, d) = HCI,(A,, d). 
Soit (AZ, d) une algibre commutative gradute libre 06 Z = @,, , 0 Z” et d est une 
diffhentielle de degrk + 1. Rappelons les constructions de [14] et [Z]: on pose 
z= @nZn,Zn=Zn+l, p : Z + .?f est l’application identique et p : 2 -+ 0 est l’applica- 
tion nulle. On &tend /? en une dtrivation d’algibres de degrt - 1 sur AZ @ AZ; enfin 
on dXinit une diffkrentielle 6 de degrt + 1 sur AZ @ AZ par 6 = d sur AZ, 
6 0 @ + /I 0 6 = 0, et une diffkrentielle d’algibres D de degrt + 1 sur k[v] @I AZ @ AZ 
par D(v) = 0 et D = 6 + v.fi sur k[v] @ A + (Z @ Z) (ici v est de degr6 + 2). 
Posons,pournrO,A_,=(AZ)“,A,=~,,oA_,,E,,_,-,=(AZ~AP~)“~icAP~ 
est engendrC par les mon6mes de longueur p en les ghtrateurs de z. 
Soit O:C,._,~,(A,,d)-+ EP,_n_p, 
g(a, @ aI @ . . @a& = ( - l)“(P~“)aO./I(aI). . . . .P(a,), 
otia,~AZ,a~~AZsii21etu(p,a)=dega,+ dega,+dega,+ .... 
Proposition 2. L’application 0 vtrijie: 
(1) e~b=O,8~d=6~8,8~B=p~e. 
(2) 8 induit un isomorphisme de k-espaces vectoriels grad&s: 
HH-*((AZ),, d) N H*(AZ @ AZ, 6). 
(3) 8 induit un isomorphisme de k[v]-modules: 
HCI,((AZ),, d) N H*(k[u] @I AZ @ AZ, D). 
Par cet isomorphisme, l’operateur de Connes S- : HC:,, + HC:,_ 2 correspond a la 
multiplication par v: H”(k[u] @ AZ @ AZ, D) + FZ”‘2(k[v] &I AZ @I AZ, D). 
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DCmonstration. Elle est identique h celle du Thkorkme 2.4 de [3] 0 
Soit maintenant X un espace topologique simplement connexe et (AZ, d) son 
modkle minimal de Sullivan, il est dtmontrk, dans [2, 7, 143, que le mod&le de la 
fibration de Bore1 
X”’ + X”’ x s lES1 s BS’ 
est 
k [II] + (k [u] 0 AZ @ AZ, D) -+ (AZ @ AZ, 6). 
La Proposition 2 et le calcul du mod&e minimal de la fibration p rappel& ci-dessus 
permettent de dtmontrer la rksultat suivant. 
Proposition 3. Soit X un espace topologique simplement connexe et k un corps de 
caracttristique 0, alors on a des isomorphismes de k-espaces vectoriels, pour tout n 2 0: 
(1) H”(X”‘, k) N HH_,&lZ, d) N HH_,(A*(X)) = HH-,(C*(X)), 
(2) H”(x”’ x,lES1, k) ‘v HC:,(nZ, d) ‘v HC:,(A*(X)) = HCJC*(X)). 
oti A*(X) est l’algtbre di@rentielle grad&e de Sullivan des formes d@rentielles 
polynBmiales sur l’ensemble des simplexes de X, (AZ, d) est le modele minimal de A*(X), 
C*(X) est l’algtbre normalisde des cochaines singulitires sur X. De plus, par les isomor- 
phismes de (2), l’optrateur de Gysin en cohomologie correspond d I’opirateur de Connes 
LT. 
DCmonstration. Let premiers isomorphismes g gauche de (1) et (2) se dtduisent de la 
Proposition 2; les autres isomorphismes se dtduisent du fait [S], que si un morphisme 
entre deux algkbres diffkentielles graddes induit un isomorphisme en cohomologie, 
alors il induit des isomorphismes entre les homologies de Hochschild et les homo- 
logies cycliques ntgatives. U 
Remarque. La partie (1) de la Proposition 3 est aussi une conskquence du Thtorime 
II de [9]. La partie (2) de la Proposition 3 a ktl dkmontrke par des mkthodes 
diffkentes dans [ 111. 
Supposons maintenant que X soit formel. I1 posdde done un mod2le minimal 
(AZ, d) tel qu’il existe un morphisme d’algibres diffkrentielles gradutes 
p : (AZ, d) --+ H*(X, k) 
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et p* est un isomorphisme. On a done: 
H”(XS1 x,,ES’) N HC:,(AZ, d) N HC:,(H*(X), 0) 
et la multiplication par v dans H*(XS1 xslES’) correspond i l’opkrateur S- sur 
HC, (H*(X), 0). 
Posons H*(X, k) = H = @p20 HP, et considlrons H comme une algibre de 
cochaines graduie avec diffkrentielle nulle. Soit A une dkrivation de degrt 0 de 
l’algibre H, c’est une application k-linkaire verifiant A(&) = A(a)b + ad(b). On 
d&nit: Ld:Cp,_n_p-+ CP,_n_ppar 
pouraoEH,aiEfilIiIp. 
OnvkrifiequeL,~b=b~L,etL,~B=B~L,. 
11 est facile d’adapter la dkmonstration du Corollaire 111.4.4 de [S] i HC,(H, 0). 
On a: 
Proposition 4. Ld”S :HCZ,(H)+ HCr,_,(H) est nu[ pour tout n 2 0. q 
Ce rksultat va now permettre de dkmontrer la proposition suivante. 
Proposition 5. Soit H = opzO HP une ulgbbre grad&e uvec Ho = k un corps de 
curuct6ristique 0 et H’ = 0. Si H est considCrde comme une ulgtbre de cochaines avec 
d@rentielle 0, ulors on a une d&composition de l’homologie cyclique ndgutive en somme 
directe de HC, (k)-modules grad&s: 
HC, (HI = HC, (k) @ w, 
et S- = 0 sur le k-espuce vectoriel grad& W,. 
DCmonstration. On considke la dkivation A sur H, dlfinie par A(a) = (deg a)a. Elle 
induit done un endomorphisme Ld sur le complexe de Hochschild de H, et on a: 
L,(a, @ . Oad=(O~~pdegai).iUo~..-~aI). 
On a ~-,A&.) = &o%:4,JH,) 06 +E, = {a0 0 . . @ a,Ic deg ai = - q, 
p = q - n}. 
En fait, on a: %?4-“(H,) = C,-,, -,(H,), K,(H,) = @qZrtWTn(H*). Les optrateurs 
b et B prkservent la graduation supkrieure et on a une d&composition en somme directe 
HC, (H) = @ HC, (H)q 
qto 
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oti HC, (H)q est l’homologie du complexe (k[v] @ %?z, b + ,u 0 (1 @ II)). Si 
q = - 1 deg ai est strictement positif, LA est un isomorphisme de +2$(H), done il 
induit un isomorphisme sur HC, (H)q. Puisque L, 0 S- = 0, on a done S- = 0 sur 
chaque HC; (H)q pour q > 0. Par ailleurs, 
HC,(H)’ = H,(k[v] @%i, b + po(1 @B)) = k[v] = HC,(k). 
Posons W, = a4 >o HC; (H)q, on a bien 
HC,(H) = HC,(k) @ W, et Sp = 0 sur W,. 0 
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